
Il computer,  
l'Enigma  

e la mela avvelenata 

Daniele Mundici  

Dipartimento di Matematica ÒUlisse DiniÓ   

Universitˆ  di Firenze 
mundici@math.unifi.it 





pensa ora al tuo personal computer... 

¥! che forse ha la frequenza di un 
miliardo di passi di calcolo al secondo 

¥! che cosÕ•  un Òpasso di calcoloÓ? 

¥! •  una grandezza fisica come la 
velocitˆ  e il volume?  

¥! o •  un concetto matematico come 
una retta o un numero? 

¥! tutti sappiamo fare unÕaddizione e 
sappiamo che il risultato si ottiene 
Òcon un numero finito di passiÓ 

¥! ma quanti passi di calcolo ci vogliono 
per fare  due pi•  due?  

quest e sono 
domande 
fonda mentali;  
vedremo le 
ris poste  



¥! secondo il gr ande matemati co 
David Hilber t , il pi• solido 
fonda mento per la Matematic a 

¥! sar ebbe dat o da una pr ocedura 
per  decidere  ogni pr oblema 

¥! in un numer o f init o di passi 

¥! come in un eser cizio di calcolo 

Wir mŸssen wissen,  
wir werden wissen  

Ep ita ffio  

David Hi lber t 

Hilber t  e il ÒcalculemusÓ, 1900 -1930 

problema della decisione =  
Entscheidung sproblem 



Kurt Gšdel 
Nel 1931 Kurt Gšdel dimostra il grande 

Teorema di Incompletezza:   Ogni sistema 
di assiomi sufficiente per trattare 

lÕaddizione e la moltiplicazione dei 
numeri naturali contiene 

unÕaffermazione indimostrabile 

Ma rimane aperto il problema di Hilbert:  
decidere in un numero finito di passi se unÕ 

affermazione A segua da unÕaffermazione B 
Kur t  Gšdel 

ESERCIZIO  Ancor prima di porre il problema di Hilbert, cÕ• 
un  problema preliminare. Riesci a vedere quale? 



Turing studente al 
KingÕs College di 
Cambridge 

seguiremo la sua 
vita come in un 
film attraverso 

le macchine 
che Turing 

escogit  ̃

Alan Tur ing e quest i due pr oblemi 

(ammesso dopo due tentativi andati male) 







I simboli sono come gli angeli 
¥! non avendo peso, viaggiano 

nellÕetere silenziosamente 

¥! attraversando  immense 
distanze con la velocitˆ  della 
luce e a costo zero 

¥! a livello alto, portano 
informazioni fondamentali (su 
entitˆ  ideali e perfette, come i 
numeri e lo spazio) 

¥! pi•  modestamente, come gli 
angeli custodi, portano anche i 
nostri messaggi: email, foto  

i simboli stra dali ci proteg gono da incidenti 



la differ enza pr incipale  tr a simboli e angeli 

i simboli si sposano  

i loro coniugi si chiamano... 

algoritmi  

(addizione, moltiplicazione, ...) 

e generano nuovi simboli 









agenzie matr imoniali per  simboli e algor it mi 

¥! dove ci sono matrimoni ci sono agenzie matrimoniali 

¥! le agenzie matrimoniali che combinano questi matrimoni sono i 

¥! sistemi notazionali  (greco, romano, indo-arabico, binario,...) 

¥! un sistema notazionale •  buono quando facilita lo sposalizio tra 
simboli e algoritmi 

¥! per esempio: il sistema romano •  fallimentare  

¥! perchŽ?   prova a raddoppiare XLVII 

¥! nel il sistema decimale, il doppio di 47 si calcola molto meglio 

¥! questo •  il sistema che ci hanno insegnato per combinare 
algoritmi e simboli, ma ora vedremo un sistema migliore 



quar ant asett e, XLVII , 47, 111101 

quarantasette in decimale •  47 perchŽ vale 4 decine e 7 unitˆ   

in  notazione binaria  47 =  1 0 1 1 1 1  perchŽ vale 

1 trentaduetto, 0 sedicetti, 1 ottetto, 1 quartetto, 1 coppia, 1 unitˆ   

ancor pi•  uti le •  uti le scrivere 47 in notazione binaria inversa:  

47 = 1 1 1 1 0 1 

1 unitˆ , 1 coppia, 1 quartetto, 1 ottetto, 0 sedicetti, 1 trentaduetto 

esercizio: scrivi in binario inverso: 48, 49, 128 



la prima 
macchina 



gli algoritmi sono fatti di passi di calcolo 

¥! PER ESEMPIO: che cosÕ•  lÕalgoritmo Òil successore di Ó? 

¥! Qualcuno di voi avrˆ  sentito la definizione di Dirichlet, come 
lÕinsieme delle coppie (i, i+1) per i=0,1,2,... 

¥! non so se ne sarˆ  stato impressionato: a me fece buona 
impressione perchŽ non ho mai potuto soffrire la definizione di 
ÒfunzioneÓ come ÒleggeÓ o ÒregolaÓ o ÒcorrispondenzaÓ 

¥! ma questa definizione non aiuta a calcolare  i+1;  forse  •  
meglio procedere come nella scuola elementare 

¥! dando tutte  le istruzioni necessarie per calcolare il successore 
di un qualsiasi numero, in un numero finito di passi... 

¥! copiando  i pr ossimi lucidi capir et e cosÕ•  il passo di calcolo 
del vost r o comput er ;  vale la pena di pr ender e appunt i    







1 1 1 1 0 1 

o 

se in stato 0 leggi 1, scrivi  0, vai a destra, e vai  in stato 0 
se in stato 0 leggi 0, scrivi 1, vai a destra e vai in stato h 
se in stato 0 leggi Ñ , scrivi 1, vai a destra e vai in stato h 

eser cizio: cosa succeder ˆ ? 

(succeder anno 3 cose) 

la pr ima delle tr e, ora evidenziata 



0 1 1 1 0 1 

se in stato 0 leggi 1, scrivi 0, vai a destra, e  in stato 0 
se in stato 0 leggi 0, scrivi 1, vai a destra e vai in stato h 
se in stato 0 leggi Ñ , scrivi 1, vai a destra e vai in stato h 

o 

se in stato 0 leggi 1, scrivi  0, vai a destra, e vai  in stato 0 
se in stato 0 leggi 0, scrivi 1, vai a destra e vai in stato h 
se in stato 0 leggi Ñ , scrivi 1, vai a destra e vai in stato h 

eser cizio:  quale ist r uzione viene att ivat a? 

un passo d i calcolo  •  f att o! or a la sit uazione •  
cambiat a, ma ci sono ist r uzioni per  pr oseguir e 



0 1 1 1 0 1 

se in stato 0 leggi 1, scrivi 0, vai a destra, e  in stato 0 
se in stato 0 leggi 0, scrivi 1, vai a destra e vai in stato h 
se in stato 0 leggi Ñ , scrivi 1, vai a destra e vai in stato h 

o 

se in stato 0 leggi 1, scrivi  0, vai a destra, e vai  in stato 0 
se in stato 0 leggi 0, scrivi 1, vai a destra e vai in stato h 
se in stato 0 leggi Ñ , scrivi 1, vai a destra e vai in stato h 

cosa succeder ˆ  ? 



0 0 1 1 0 1 

se in stato 0 leggi 1, scrivi 0, vai a destra, e  in stato 0 
se in stato 0 leggi 0, scrivi 1, vai a destra e vai in stato h 
se in stato 0 leggi Ñ , scrivi 1, vai a destra e vai in stato h 

o 

se in stato 0 leggi 1, scrivi  0, vai a destra, e vai  in stato 0 
se in stato 0 leggi 0, scrivi 1, vai a destra e vai in stato h 
se in stato 0 leggi Ñ , scrivi 1, vai a destra e vai in stato h 



0 0 1 1 0 1 

se in stato 0 leggi 1, scrivi 0, vai a destra, e  in stato 0 
se in stato 0 leggi 0, scrivi 1, vai a destra e vai in stato h 
se in stato 0 leggi Ñ , scrivi 1, vai a destra e vai in stato h 

o 

se in stato 0 leggi 1, scrivi  0, vai a destra, e vai  in stato 0 
se in stato 0 leggi 0, scrivi 1, vai a destra e vai in stato h 
se in stato 0 leggi Ñ , scrivi 1, vai a destra e vai in stato h 



0 0 0 1 0 1 

se in stato 0 leggi 1, scrivi 0, vai a destra, e  in stato 0 
se in stato 0 leggi 0, scrivi 1, vai a destra e vai in stato h 
se in stato 0 leggi Ñ , scrivi 1, vai a destra e vai in stato h 

o 

se in stato 0 leggi 1, scrivi  0, vai a destra, e vai  in stato 0 
se in stato 0 leggi 0, scrivi 1, vai a destra e vai in stato h 
se in stato 0 leggi Ñ , scrivi 1, vai a destra e vai in stato h 



0 0 0 1 0 1 

se in stato 0 leggi 1, scrivi 0, vai a destra, e  in stato 0 
se in stato 0 leggi 0, scrivi 1, vai a destra e vai in stato h 
se in stato 0 leggi Ñ , scrivi 1, vai a destra e vai in stato h 

o 

se in stato 0 leggi 1, scrivi  0, vai a destra, e vai  in stato 0 
se in stato 0 leggi 0, scrivi 1, vai a destra e vai in stato h 
se in stato 0 leggi Ñ , scrivi 1, vai a destra e vai in stato h 



0 0 0 0 0 1 

se in stato 0 leggi 1, write 0, vai a destra, e  in stato 0. 
se in stato 0 leggi 0, scrivi 1, vai a destra e vai in stato h 
se in stato 0 leggi Ñ , scrivi 1, vai a destra e vai in stato h 

o 

se in stato 0 leggi 1, scrivi  0, vai a destra, e vai  in stato 0 
se in stato 0 leggi 0, scrivi 1, vai a destra e vai in stato h 
se in stato 0 leggi Ñ , scrivi 1, vai a destra e vai in stato h 

or a viene att ivat a la seconda ist r uzione: 
le cose cambier anno r adicalment e... 



0 0 0 0 0 1 

se in stato 0 leggi 1, write 0, vai a destra, e  in stato 0. 
se in stato 0 leggi 0, scrivi 1, vai a destra e vai in stato h 
se in stato 0 leggi Ñ , scrivi 1, vai a destra e vai in stato h 

o 

se in stato 0 leggi 1, scrivi  0, vai a destra, e vai  in stato 0 
se in stato 0 leggi 0, scrivi 1, vai a destra e vai in stato h 
se in stato 0 leggi Ñ , scrivi 1, vai a destra e vai in stato h 



0 0 0 0 1 1 

h 

   non ci sono ist r uzioni per  pr oseguir e 
in assenza di ist r uzioni, il r obot  si f er ma 

se in stato 0 leggi 1, scrivi  0, vai a destra, e vai  in stato 0 
se in stato 0 leggi 0, scrivi 1, vai a destra e vai in stato h 
se in stato 0 leggi Ñ , scrivi 1, vai a destra e vai in stato h 

il r obot  ha f att o un buon lavor o:  
ha calcolat o 47+1  in cinque passi 

(sempre in nota zione binaria  inversa)  





se in stato 0 leggi 1, write 0, vai a destra, e  in stato 0. 
se in stato 0 leggi 0, scrivi 1, vai a destra e vai in stato h 
se in stato 0 leggi Ñ , scrivi 1, vai a destra e vai in stato h 

se in stato 0 leggi 1, scrivi  0, vai a destra, e vai  in stato 0 
se in stato 0 leggi 0, scrivi 1, vai a destra e vai in stato h 
se in stato 0 leggi Ñ , scrivi 1, vai a destra e vai in stato h 

Teorema   Questo terzetto di istruzioni,  partendo da 
qualsiasi numero n scritto in notazione binaria inversa 
calcola il successore di n in un numero finito di passi. 

quest o t er zett o •  il nost r o pr imo esempio di macchina d i 
Tur ing (=algor it mo=f unzione eff ett ivament e calcolabile)  

Òpasso di calcoloÓ •  quello delle macchine di Tur ing  

eser cizio univer sit ar io: dimost r a il t eor ema per  induzione   
eser cizio pr e-univer sit ar io (ver if icalo per  n=63) 



che cosÕ•  un ÒprogrammaÓ? 

¥! macchina di Turing = algoritmo = programma = funzione 
computabile in un numero finito  di pass i 

¥! per  def inizione,  ogni algor it mo ha le sue ist r uzioni per  
calcolar lo, pr opr io come il successor e 

¥! ma quest a sar ebbe lÕ inf or mat ica del Òpocket  calculat or Ó 

¥! una goccia in un oceano mat emat ico-t ecnologico che or a 
andiamo ad esplor are  

¥! part endo dalla scoperta sen sazionale che Tur ing f ece, 
esaminando il matr imonio tr a simboli e algor itmi 



la scoper ta fon damentale (1 par te) 
¥! Ogni macchina di Tur ing •  una list a di simboli 

¥! noi oggi ne abbiamo vist a solo una, quella di x+1  

010>0  001>h  0_1>h 

possiamo adagiar la su un nast r o 

0 1 0 > 0 0 0 1 > h 0 _ 1 > h 

e dar la in input  a unÕalt r a macchina di Tur ing 







il resto di questa conferenza 

¥! •  cronaca e storia  (una storia vera) 

¥! chi ha trovato difficile la prima parte pu˜  riprendere il filo 

¥! chi non lÕha trovata difficile vedrˆ  cosa cÕ•  sotto 

¥! un giro di interessi enorme, pari allÕinteresse culturale 

¥! che in un modo o in un altro ti ha giˆ  coinvolto direttamente 

¥! e ti coinvolgerˆ  ancor di pi•  domani 



la seconda 
macchina: 

Enigma  





la macchina Enigma 

¥!•  costi tu ita da una serie di rotori che 
vengono  fatti  girare dalle lettere 
battu te a macchina 

Enigma •  una 
macchina  

simmetr ica:    
la stessa 

macchina  
serve per 

cifrare e 
decifrare 



il Dipartimento Crittografico polacco 

¥!1932: il crittografo polacco Marian Rejewski 
analizza la macchina Enigma: applicando lÕ 
algebra astratta  risolve un problema decisivo per 
decifrarle 

¥!25 luglio 1939 Ð la Polonia •  minacciata da Hitler. 
Rejewski invita in Polonia alcuni crittografi francesi 
e inglesi, e rivela loro le scoperte dei crittografi 
polacchi 

¥!passando inoltre allÕInghilterra una copia della 
macchina Enigma 



una  rincorsa contro il tempo 

¥!Enigma viene 
potenziato nei 
giorni successivi 
alla visita di 
Chamberlain in 
Germania 

¥! i crittografi polacchi 
non riescono pi•  
ad analizzare i 
cifrati 



settembre 1939 

¥!1 Settembre 1939:  la Germania invade la Polonia 

¥!3 Settembre 1939:  lÕInghiterra dichiara guerra alla 
Germania 

¥! inizia la seconda guerra mondiale 

¥!molti crittografi polacchi furono catturati, ma nessuno 
rivel˜  i risultati segreti ottenuti dal gruppo di Rejewski, 
e trasmessi a francesi e inglesi 



la seconda guerra mondiale 
¥! 1940: la Wermacht  invade  la Francia 

¥! la Gran Bretagna deve fronteggiare il pi•  
poderoso esercito  di tutti i tempi 

¥! Durante tutta la guerra, la sua 
sopravvivenza dipese dai rifornimenti 
che riceveva dalle colonie e dagli Stati 
Uniti attraverso lÕAtlantico    

¥! LÕammiraglio Dšnitz era a capo della 
flotta tedesca dei sottomarini U-boot  che 
colpivano le navi mercantili che 
trasportavano questi  rifornimenti   

Karl Dšnitz 



la battaglia dellÕAtlantico 

¥! la tattica degli U-boot era gestita da un sistema di 
trasmissioni via radio 

¥!ogni U-boot doveva periodicamente affiorare per 
ricevere ordini da Berlino  

¥! i messaggi tra gli U-boot e il centro strategico sotto 
il comando di  Dšnitz erano ovviamente in codice  



¥! LÕesercito tedesco trasmetteva  ogni giorno   migliaia di 
messaggi codificati con sistema Enigma.   

¥! la minaccia degli U-boot era andata crescendo:  da un solo 
sottomarino nel 1935,   a 57 allo scoppio della guerra.   

¥! nei primi nove mesi del conflitto gli U-boot affondarono 701 
navi alleate,   con 2.3 milioni di tonnellate di carico, per lo pi•  
proveniente dallÕAmerica. 

¥! lÕInghilterra non avrebbe potuto sopravvivere a lungo con 
rotte cos“ insicure.  

ÒThe only thing that really fr ightened me 
dur ing the war was the U-Boot peril .Ó     

Winston Churchill  



Bletchley Park 
¥! Quando lÕInghilterra dichiar˜  guerra alla 

Germania, Turing pass˜  a tempo pieno nel 
dipartimento crittoanalitico di Bletchley Park.  

¥! lavorando per lÕesercito britannico, che 
cercava di scoprire i codici usati dai 
tedeschi, che giravano sulla macchina  
Enigma 

¥! 10000 persone lavoravano a Bletchley Park 
per decrittare Enigma (100000 per il 
progetto Manhattan) 



la terza 
macchina: 

Bomba  



¥! Quello stesso Turing che aveva ideato la macchina 
universale U 

¥! ora crea   unÕaltra macchina, chiamata Bomba .  

¥! la Bomba di Turing era un potenziamento della bomba 
polacca.  

¥! il nome proviene dalla ÒBombaÓ di Rejewski  (in polacco 
ÒbombaÓ  •  come in italiano)  

¥! Primo esemplare  ÒVictoryÓ: Bletchley Park, Marzo 1940 

Bomba, la macchina anti-Enigma 



¥! prima di Turing nessuno aveva avuto molto successo 
con Enigma a  Bletchley Park  

¥! le macchine elettro-meccaniche sviluppate a  Bletchley 
Park  nel 1940 decodificavano appena 50 messaggi 
Enigma alla settimana 

¥! era opinione generale che Enigma fosse inattaccabile  

¥! Turing attacc˜   Enigma, utilizzando anche sofisticati 
processi statistici e materiale  informativo intercettato  

¥! a metˆ  del 1941 la decrittazione di Enigma procedeva 
giˆ   sistematicamente  

¥! nel 1943 si decodificavano 3000 messaggi al giorno 

Bomba, la macchina anti-Enigma 





la sconfitta di Enigma 

¥!dipese da una combinazione di genialitˆ  
matematica, spionaggio, errori degli operatori della 
Wermacht, e tanto lavoro di migliaia di persone 

¥!ebbe un effetto notevole sullÕesito della guerra: 

¥! lÕInghilterra era in grado di conoscere in anticipo le 
dislocazioni degli  U-boat 

¥!e i piani di bombardamento dellÕaviazione tedesca 

¥!Ma:  come sanno  tutti  i critto analisti , occorre 
tenere segreta ogn i scoperta: pertanto al lavoro 
di Turing venne to lto  il segreto nel 1996! 



un tipico esercizio per Enigma 

cattu rato da un 
U-Boat 



verso la fine della guerra 

¥!Turing ottenne lÕalta onorificenza  OBE-Order of the 
British Empire  

¥!nessuno si insospett“:  dopo tutto, Turing era famoso 
per la macchina universale 

¥! il suo articolo del 1936 gli aveva dato fama mondiale... 

¥!come logico matematico 



quest o ar t icolo mer it a davver o lÕOBE 

1.!vengono introdotte le macchine di Turing   

2.!da allora in poi i  passi di calcolo sono i passi delle macchine 
di Turing, e il costo di ogni algoritmo  •  misurato dal numero 
di passi della macchina di Turing T  che lo calcola  

3.!viene introdotta la macchina universale U, che imita ogni 
macchina T su ogni input x 

4.!il problema se U  imitando T  su  x  generi o no prole infinita,  
non •  calcolabile in un numero finito di passi 

5.!risposta negativa al problema della decisione di Hilbert 

Tur ing or a ha un pr ogett o ambizioso: vuole mat er ializzar e U 



la quarta 
macchina: 

ACE 



la corsa a costruire il computer 
dopo la guerra Turing fu 
invitato al   British 
National Physical Lab 
dove progett˜  un   
Automatic  
Computing  
Engine , basato sulla sua 
idea di macchina 
universale U.  Il progetto 
fu bloccato,  e Turing  
pass˜  allÕuniversitˆ  di 
Manchester 

prototipo di  ACE 



    le enormi potenziali tˆ  
del computer erano 
ormai ben chiare  

 meteo, fisica 
atomica, strategia, 
critto grafia, balistica, 
simulazione... 

 i vincitori della guerra pun tavano a realizzare 
il computer  come nuo va  arma, di carattere 
diverso dallÕaltra, ma non  meno pod eroso 

e qualcuno, in gr an segr et o,  corr eva  pi• veloce diTur ing 



ENIAC Ð 1946 
¥! Electronic Numerical 

Integrator And Computer 

¥! costruito nellÕ Universitˆ  di 
Pennsylvania 

¥! per applicazioni mili tari  

¥! 5,000 operazioni/sec   
19,000 tubi    30 tonnellate      

¥! 150 kilowatts: quando lo 
accendevano, le luci di 
Filadelfia si abbassavano un 
poÕ, per il calo di tensione 

¥! i bachi erano insetti veri che 
danneggiavano i tubi 



Transistor - 1947 

¥! Inventato presso i  Bell Labs, USA 

¥!Rispetto al  tubo  a raggi catodici, offriva: 

Ð!dimensioni pi•  piccole 

Ð!maggiore affidabilitˆ  

Ð!minor consumo di energia 

Ð!minore costo 

¥! tu tti  i computer moderni sono  fatti  di transistor 
oppo rtunamente miniaturizzati  



Floppy Disk - 1950 

¥! inventato presso lÕ Universitˆ  Imperiale di Tokyo 

¥! offriva pi•  rapido accesso ai dati, rispetto ai 
nastri magnetici che si usavano prima 

¥! infatti il vecchio nastro magnetico  (come la 
musicassetta o la pellicola cinematografica) 
permetteva solo lÕaccesso sequenziale ai dati  

¥! mentre il floppy disk permette un accesso 
diretto, proprio come il CD,  o il pen drive 



1951:  non solo militari e politici 
¥! fino all 1951 tutti i computer erano stati progettati  per usi 

militari o governativi 

¥! Nel 1951, appare il primo computer commerciale, prodotto 
su larga scala:  UNIVAC 1  

¥! UNIVersal Automatic Computer  (prodotto dalla Echert & 
Mauchly Computer Company) 

¥! UNIVAC 1 •  il primo computer che manipola non solo  
numeri ma anche parole di testo 

¥! Max velocitˆ : 1905 operazioni/sec       

¥! Costo: un milione di dollari  

¥! 5000 tubi      8 tonnellate   100 kilowatts 

¥! Negli anni 1951-57  ne furono venduti  48  esemplari 



¥! finora abbiamo parlato di  hardware, ossia componenti fisiche  

¥! ma lÕinvenzione chiave per lÕevoluzione del computer •  stata 
nella sua programmazione, con lÕinvenzione del compilatore 

¥! prima dellÕinvenzione del compilatore, scrivere un programma 
era unÕoperazione noiosa; correggerne i bachi era peggio 

¥! perchŽ tale programma era scritto nel linguaggio-macchina, 
molto simile alle istruzioni di una macchina di Turing 

¥! il compilatore •  un medium: trasforma in linguaggio-macchina, 
quello che vogliamo comunicare al computer 

¥! •  come se il computer avesse fatto un corso di matematica, 
per evitare a noi di fare un arido corso di linguaggio-macchina 

1952: il compilatore 



il compilatore 

voglio calcolare 
addizioni senza f at icar e  

a scr iver e le quint uple dellÕaddizione;  
eccot i la  def inizione che usiamo noi umani: 

x+0=x 
x+(y+1)=successor e(x+y) 

ok,  sei st at o chiar o; 
or a scr ivo le ist r uzioni  
per  la macchi na U  



e Turing ? 
vi ricordate dove 

lÕabbiamo lasciato? 



AllÕuniversitˆ  di Manchester 

   nominato professore di 
matematica pura nel 
1945 allÕuniversitˆ  di 
Manchester, negozi˜  
con la   Royal Society 
per avere finanziamenti 
adeguati per un 
progetto di costruzione 
di un computer   

nel giugno  1948 dette  
una prima  dimostrazione   
della sua realizzabilitˆ  
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