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pensa a un’auto o a un motorino

se cil dicono che in 10 secondi accelera da zero a 60
km/ora

sappiamo cosa vuol dire distanza, velocita,
accelerazione, tempo

se ci dicono che fa 25 chilometri con un litro
sappiamo cosa vuol dire volume
e se aggiungono che il motore fa mille giri al minuto,

sappiamo cosa vuol dire frequenza: immaginiamo un
oggetto che ruota, e ogni minuto fa mille rotazioni

sappiamo anche che cos’e la frequenza del battito cardiaco,
di un diapason, di una corda di chitarra



pensa ora al tuo personal computer...

¥ che forse ha la frequenza di un
miliardo di passi di calcolo al secondo

¥ che cos® un Opsso di calcoloO?

¥ « una grandezza fisica come la
velocit™ e il volume?

M o0« un concetto matematico come
una retta o0 un numero?

¥ tutti sappiamo fare un@ddizione e
sappiamo che il risultato si ottiene
Oco un numero finito di passiO

¥ ma quanti passi di calcolo ci vogliono
per fare due pie due?

guest e sono
domande
fondamentali;
vedremo le
rs poste



Hilbert e il @alculemusQ 1900 -1930

¥ secondo il gr ande matemati co
David Hilbert, il pie solido
fonda mento per la Matematic a

¥ sarebbe dat 0 da una procedura
per decidere ogni problema

¥ in un numero finito di passi

M come in un esercizio di calcolo

problema della decisione =
Entscheidung sproblem




Kurt Gsdel

Nel 1931 Kurt GSdel dimostra il grande

Teorema di Incompletezza:  Ogni sistema s, 2=
di assiomi sufficiente per trattare _ - §
l@ddizione e la moltiplicazione del
numeri naturali contiene

un@ffermazione indimostrabile [

Ma rimane aperto il problema di Hilbert:
decidere in un numero finito di passi se unO Kurt G&del
affermazione A segua da un@ffermazione B

ESERCIZIO Ancor prima di porre il problema di Hilbert, c®
un problema preliminare. Riesci a vedere gquale?



Alan Turing e questi due problemi

g  Turing studente al

King® College di
Cambridge

sequiremo lasua . 44
vita come in un |
film attraverso

le macchine

che Turing
escogit”

k -
.rl'
B
T

(ammesso dopo due tentativi andati male)



all'universita

nel 1935 segue a Cambridge un
corso del topologo M. H. A.
Newman e da lui apprende che |l

problema della decisione di Hilbert
ancora aperto:. esiste una
procedura per decidere ogni
congettura matematica in un
numero finito di passi?

Turing allora scrive un capolavoro
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The ‘“computable’ numbers may be described briefly as the real
numbers whose expressions as a decimal are calculable by finite means.
Although the subject of this paper is ostensibly the computable numbers,
it is almost equally easy to define and investigate computable functions
of an integral wvariable or a real or computable wvariable, computable
pregiica,tes, and so forth. The fundamental problems involved are,
howewver, the same in each case, and T have chosen the computable numbers
for explicit treatment as involving the least cumbrous technique. I hope
shortly to give an account of the relations of the computable numbers,
functions, and so forth to one another. This will include a development
of the theory of functions of a real variable expressed in terms of com-
putable numbers. According to my definition, a number is computable
if its decimal can be written down by a machine.

In §§9. 10 I give some arguments with the intention of showing that the
computable numbers include all numbers which could mnaturally be
regarded as computable. In particular, I show that certain large classes
of numbers are computable. They include, for instance, the real parts of
all algebraic numbers, the real parts of the zeros of the Bessel functions,
the numbers m, e, etec. The computable numbers do not, however, include
all definable numbers, and an example is given of a definable number
which is not computable.

Although the class of computable numbers is so great, and in many
ways similar to the class of real numbers, it is nevertheless enumerable.
In § 81 examine certain arguments which would seem to prove the contrary.
By the correct application of one of these arguments, conclusions are
reached which are superficially similar to those of Gédelt. These results

+ Godel, <« Uber formal unentscheidbare Satze der Principia Mathematica und ver-
wandter Systeme, I”’, Monatshefte Math. Phys., 38 (1931), 173—-198.



| simboli sono come gli angeli

i ¥ non avendo peso, viaggiano

nell@tere silenziosamente

"; ¥ attraversando immense
*“ '8 distanze con la velocit™ della
-l luce e a costo zero
¥ a livello alto, portano
iInformazioni fondamentali (su

entit” ideali e perfette, come |
numeri e lo spazio)

¥ pie modestamente, come gl
angeli custodi, portano anche |
nostri messaggi: email, foto

| simboli stra dali ci proteg gono da incident



la differ enza principale tr a simboli e angel

| sSimboli si sposano

| loro coniugi si chiamano...

algoritmi

(addizione, moltiplicazione, ...)

e generano nuovi simboli




un algoritmo sposa una lista di simboli

.
/ ;1\47 @
il doppio di%-~



un algoritmo sposa una lista di simboli

0



un algoritmo sposa una lista di simboli

® & ¢
w\“’ g% o ok

3.1622776601683793319988935444327185337195551393252168268575
04852792594438639238221344248108379300295187347284152840055
14854885603045388001469051959670015390334492165717925994065
91501534741133394841240853169295770904715764610443692578790
62037808609941828371711548406328552999118596824564203326961

60469131433612894979189026652954361267617878135006138818627
85804636831349524780311437693346719738195131856784032312417
95402218308045872844614600253577579702828644029024407977896
034543989163349222652612067 ...




agenzie matrimoniali per simboli e algorit mi

¥ dove ci sono matrimoni ci sono agenzie matrimoniali
¥ le agenzie matrimoniali che combinano questi matrimoni sono i
¥ sistemi notazionali (greco, romano, indo-arabico, binario,...)

¥ un sistema notazionale « buono quando facilita lo sposalizio tra
simboli e algoritmi

¥ per esempio: il sistema romano ¢ fallimentare
¥ perchZ? prova a raddoppiare XLVII
¥ nel il sistema decimale, il doppio di 47 si calcola molto meglio

¥ questo ¢ il sistema che ci hanno insegnato per combinare
algoritmi e simboli, ma ora vedremo un sistema migliore



guarantasett e, XLVIlI ,47,11101

quarantasette in decimale « 47 perchZ vale 4 decine e 7 unit”

in notazione binaria 47= 101111 perchZvale

1 trentaduetto, O sedicetti, 1 ottetto, 1 quartetto, 1 coppia, 1 unit
ancor pie utile « utile scrivere 47 in notazione binaria inversa:
47=111101

1 unit”, 1 coppia, 1 quartetto, 1 ottetto, O sedicetti, 1 trentaduetto

esercizio: scriviin binario inverso: 48, 49, 128



la prima
macchina




gli algoritmi sono fatti di passi di calcolo

¥ PER ESEMPIO: che cos® I@lgoritmo @ successore di O?

¥ Qualcuno di voi avr™ sentito la definizione di Dirichlet, come
|Gisieme delle coppie (i, i+1) peri=0,1,2,...

¥ non so se ne sar” stato impressionato: a me fece buona

Impressione perchZ non ho mai potuto soffrire la definizione di
OdinzioneOcome OéggeQo OrgolaOo OcarispondenzaO

¥ ma questa definizione non aiuta a calcolare i+1; forse e
meglio procedere come nella scuola elementare

¥ dando tutte le istruzioni necessarie per calcolare il successore
di un qualsiasi numero, in un numero finito di passi...

¥ copiando i prossimi lucidi capirete cos® il passo di calcolo
del vostro computer; vale la pena di prendere appunti



Il successore di un numero
devi immaginare un robot-scolaretto con
un quaderno (un nastro a quadretti)

una telecamera che legge un quadretto Y
una penna per scrivere nel quadretto @

due stati O=attenti, h=riposo,
e riceva queste tre istruzioni:

se in stato 0 leggi 1, scrivi 0, vai a destra e stai in stato 0
se In stato 0 leggi 0, scrivi 1, vai a destra e vai in stato h

se in stato 0 leggi _, scrivi 1, vai a destra e val in stato h

S| PARTE ! il robot € messo in stato 0, con la sua telecamera
posta sulla cifra iniziale di 47 = 111101



se in stato O leggi 1, scrivi 0, vai a destra, e vai in stato 0

se in stato 0 leggi O, scrivi 1, vai a destra e vai in stato h
se in stato 0 leggi _, scrivi 1, val a destra e vai in stato h

sono in stato O e leggo 1

A1 [ 11 o]

esercizio: quale istruzione viene attivata?



se in stato O leggi O, scrivi 1, val a destra e val in stato h
se in stato O leggi g, scrivi 1, val a destra e vai in stato h

la prima delle tr e, ora evidenziata

esercizio: cosa succeder”™ ?

(succederanno 3 cose)



se in stato O leggi 1, scrivi 0O, vai a destra, e vai in stato 0

se in stato O leggi O, scrivi 1, vail a destra e vai in stato h
se in stato O leggi g, scrivi 1, val a destra e vai in stato h

O
0-1101

un passo di calcolo « fatt o! ora la situazione e
cambiata, ma ci sono istruzioni per proseguire

esercizio:. quae istruzione viene att ivata?



se in stato O leggi O, scrivi 1, vail a destra e val in stato h
se in stato O leggi g, scrivi 1, val a destra e vai In stato h

O
0-1101

cosa succeder”™ ?



se in stato O leggi 1, scrivi 0O, vai a destra, e vai in stato 0

se in stato O leggi O, scrivi 1, vail a destra e vai in stato h
se in stato O leggi g, scrivi 1, val a destra e vai in stato h




se in stato O leggi O, scrivi 1, vai a destra e vai in stato h
se in stato O leggi g, scrivi 1, val a destra e vai in stato h




se in stato O leggi 1, scrivi 0O, vai a destra, e vai in stato 0

se in stato O leggi O, scrivi 1, vail a destra e vai in stato h
se in stato O leggi g, scrivi 1, val a destra e vai in stato h




se in stato O leggi O, scrivi 1, vail a destra e val in stato h
se in stato O leggi g, scrivi 1, val a destra e vai in stato h




se in stato O leggi 1, scrivi 0O, vai a destra, e vai in stato 0

se in stato O leggi O, scrivi 1, vail a destra e vai in stato h
se in stato O leggi g, scrivi 1, val a destra e vai in stato h

O

o [oJofo o1

oraviene att 1vat a la seconda istruzione:
le cose cambieranno radicalmente...



se in stato O leggi 1, scrivi 0O, vai a destra, e vai in stato 0

se in stato O leggi g, scrivi 1, val a destra e vai in stato h




se in stato O leggi 1, scrivi 0O, vai a destra, e vai in stato 0

se in stato O leggi O, scrivi 1, vail a destra e vai in stato h
se in stato O leggi g, scrivi 1, val a destra e vai in stato h

non ci sono Istruzioni per proseguire
INn assenza di istruzioni, i1l robot si ferma

h
o [oJofo]1 2]

Il robot hafatt o un buon lavor o:
ha calcolato 47+1 in cinque passi
(sempre In nota zione binaria inversa)






se in stato O leggi 1, scrivi 0O, vai a destra, e vai in stato 0

se in stato O leggi O, scrivi 1, vai a destra e vai in stato h
se in stato O leggi g, scrivi 1, val a destra e vai in stato h

Teorema Questo terzetto di istruzioni, partendo da
gualsiasi numero n scritto in notazione binaria inversa
calcola il successore di n in un numero finito di passi.

esercizio universitario: dimostra il teorema per induzione
esercizio pre-universitario (verificalo per n=63)

guesto terzett o « il nostro primo esempio di macchina di
Turing (=algoritmo=funzione eff ett ivamente calcolabile)

(passo di calcoloOs quello delle macchine di Turing



che cos® un OprgrammaO?

¥ macchina di Turing = algoritmo = programma = funzione
computabile in un numero finito di passi

¥ per definizione, ogni algoritmo ha le sue istruzioni per
calcolarlo, proprio come il successore

¥ ma quest a sarebbe 10nf or matica del bocket calculator O

¥ una goccia in un oceano mat emat ico-t ecnologico che ora
andiamo ad esplorare

¥ partendo dalla scoperta sen sazionale che Turing f ece,
esaminando il matr imonio tr a simboli e algor itmi



la scoperta fon damentale (1 par te)

¥ Ogni macchina di Turing * una lista di simboli

¥ noi oggi ne abbiamo vista solo una, quella di x+1

possiamo adagiarla su un nastro

O(12]/0(>1]0 O|0|1|>1|h 0 1 (> |h

e darlain input a un@ltra macchina di Turing










Il resto di questa conferenza

¥ « cronaca e storia (una storia vera)
¥ chi ha trovato difficile la prima parte pu™ riprendere il filo

¥ chi non I®@a trovata difficile vedr” cosa c® sotto

¥ un giro di interessi enorme, pari allQiteresse culturale

¥ che in un modo o in un altro ti ha gi” coinvolto direttamente
¥ e ti coinvolger”™ ancor di pie domani

P




la seconda

macchina:
Enigma







la macchina Enigma

M. costituita da una serie di rotori che
vengono fattli girare dalle lettere
battute a macchina

Enigmae una
macchina
simmetrica:
|la stessa
macchina
serve per
cifrare e
decifrare



Il Dipartimento Crittografico polacco

¥ 1932: il crittografo polacco Marian Rejewski
analizza la macchina Enigma: applicando 10
algebra astratta risolve un problema decisivo per
decifrarle

¥ 25 luglio 1939 Pla Polonia « minacciata da Hitler.
Rejewski invita in Polonia alcuni crittografi francesi
e inglesi, e rivela loro le scoperte dei crittografi
polacchi

¥ passando inoltre alldghilterra una copia della
macchina Enigma



una rincorsa contro Il tempo

¥ Enigma viene
potenziato nel
glorni successivi
alla visita di
Chamberlain in
Germania

M i crittografi polacchi

non riescono pie
ad analizzare |
cifrati



settembre 1939

¥ 1 Settembre 1939: la Germania invade la Polonia

¥ 3 Settembre 1939: I@hghiterra dichiara guerra alla
Germania

¥Minizia la seconda guerra mondiale

¥ molti crittografi polacchi furono catturati, ma nessuno
rivel” 1 risultati segreti ottenuti dal gruppo di Rejewski,
e trasmessi a francesi e inglesi



la seconda guerra mondiale

¥ 1940: la Wermacht invade la Francia

¥ la Gran Bretagna deve fronteggiare il pie
poderoso esercito di tutti i tempi

¥ Durante tutta la guerra, la sua
sopravvivenza dipese dai rifornimenti
che riceveva dalle colonie e dagli Stati
Uniti attraverso I@tlantico

¥ L@mmiraglio D3nitz era a capo della
flotta tedesca del sottomarini U-boot che
colpivano le navi mercantili che
trasportavano questi rifornimenti

Karl DSnitz



la battaglia dell@tlantico

¥ |a tattica degli U-boot era gestita da un sistema di
trasmissioni via radio

¥ ogni U-boot doveva periodicamente affiorare per
ricevere ordini da Berlino

¥ i messaggi tra gli U-boot e il centro strategico sotto
Il comando di DsSnitz erano ovviamente in codice



¥ L@sercito tedesco trasmetteva ogni giorno migliaia di
messaggi codificati con sistema Enigma.

¥ la minaccia degli U-boot era andata crescendo: da un solo
sottomarino nel 1935, a 57 allo scoppio della guerra.

¥ nei primi nove mesi del conflitto gli U-boot affondarono 701

navi alleate, con 2.3 milioni di tonnellate di carico, per lo pie
proveniente dall@merica.

¥ |hghilterra non avrebbe potuto sopravvivere a lungo con
rotte cos" insicure.

OThe only thing that really frightened me
during the war wasthe U-Boot peril .O

Wingon Chuchill



Bletchley Park

¥ Quando IMhghilterra dichiar™ guerra alla
Germania, Turing pass™ a tempo pieno nel
dipartimento crittoanalitico di Bletchley Park

¥ lavorando per I@sercito britannico, che
cercava di scoprire i codici usati dai
tedeschi, che giravano sulla macchina
Enigma

¥ 10000 persone lavoravano a Bletchley Park
per decrittare Enigma (100000 per |l
progetto Manhattan)



la terza

macchina:
Bomba




Bomba, la macchina anti-Enigma

¥ Quello stesso Turing che aveva ideato la macchina
universale U

¥ ora crea un@ltra macchina, chiamata Bomba .

¥ la Bomba di Turing era un potenziamento della bomba
polacca.

¥ il nome proviene dalla OBmbaOdi Rejewski (in polacco
OlombaO-« come in italiano)

¥ Primo esemplare ONetoryOBletchley Park, Marzo 1940



Bomba, la macchina anti-Enigma

¥ prima di Turing nessuno aveva avuto molto successo
con Enigma a Bletchley Park

¥ le macchine elettro-meccaniche sviluppate a Bletchley

Park nel 1940 decodificavano appena 50 messaggqi
Enigma alla settimana

¥ era opinione generale che Enigma fosse inattaccabile

¥ Turing attacc™ Enigma, utilizzando anche sofisticati
processi statistici e materiale informativo intercettato

¥ a met” del 1941 la decrittazione di Enigma procedeva
g~ sistematicamente

¥ nel 1943 si decodificavano 3000 messaggi al giorno






la sconfitta di Enigma

¥ dipese da una combinazione di genialit”
matematica, spionaggio, errori degli operatori della
Wermacht, e tanto lavoro di migliaia di persone

¥ ebbe un effetto notevole sull@sito della guerra:

¥ |nhghilterra era in grado di conoscere in anticipo le
dislocazioni degli U-boat

¥ e i piani di bombardamento dell@viazione tedesca

¥ Ma: come sanno tutti i crittoanalisti, occorre

tenere segreta ogni scoperta: pertanto al lavoro
di Turing venne tolto il segreto nel 1996!



un tipico esercizio per Enigma

catturato da un
U-Boat



verso la fine della guerra

¥ Turing ottenne 1@lta onorificenza OBE-Order of the
British Empire

¥ nessuno si insospett: dopo tutto, Turing era famoso
per la macchina universale

¥l suo articolo del 1936 gli aveva dato fama mondiale...
¥ come logico matematico



quest o articolo merita davvero |@BE

1.!vengono introdotte le macchine di Turing

2.!da allora in poii passi di calcolo sono i passi delle macchine
di Turing, e il costo di ogni algoritmo ¢ misurato dal numero
di passi della macchina di Turing T che lo calcola

3.lviene introdotta la macchina universale U, che imita ogni
macchina T su ogni input X

4.lil problema se U imitando T su X generi o no prole infinita,
non ¢ calcolabile in un numero finito di passi

5.lrisposta negativa al problema della decisione di Hilbert

Turing ora ha un progett o ambizioso: vuole mat erializzare U



la quarta
macchina:
ACE




la corsa a costruire Il computer

dopo la guerra Turing fu
Invitato al British
National Physical Lab
dove progett”™ un
Automatic

Computing

Engine , basato sulla sua
iIdea di macchina
universale U. Il progetto
fu bloccato, e Turing
pass” all@niversit™ di
Manchester

prototipo di ACE



le enormi potenzialit
del computer erano
ormai ben chiare

meteo, fisica
atomica, strategia,
crittografia, balistica,
simulazione...

| vincitori della guerra puntavano arealizzare
Il computer come nuova arma, di carattere
diverso dall@ltra, ma non meno poderoso

e qualcuno, in gran segreto, corr eva pie veloce diTuring




ENIAC D 1946

¥ Electronic Numerical
Integrator And Computer

¥ costruito nellQJniversit™ di
Pennsylvania

¥ per applicazioni militari

¥ 5,000 operazioni/sec
19,000 tubi 30 tonnellate

¥ 150 kilowatts: quando lo

accendevano, le luci di
Filadelfia si abbassavano un
poQper il calo di tensione

¥ i bachi erano insetti veri che
danneggiavano i tubi



Transistor - 1947

¥ Inventato presso i Bell Labs, USA
¥ Rispetto al tubo a raggi catodici, offriva:
Pidimensioni pie piccole
Pimaggiore affidabilit”
Piminor consumo di energia
Piminore costo

Mtutti i computer moderni sono fatti di transistor
oppo rtunamente miniaturizzati



Floppy Disk - 1950

¥ inventato presso IQUniversit™ Imperiale di Tokyo

¥ offriva pie rapido accesso ai dati, rispetto ai
nastri magnetici che si usavano prima

¥ infatti il vecchio nastro magnetico (come la

musicassetta o la pellicola cinematografica)
permetteva solo l@ccesso sequenziale ai dati

¥ mentre il floppy disk permette un accesso
diretto, proprio come il CD, o il pen drive



1951: non solo militari e politici

¥ fino all 1951 tutti i computer erano stati progettati per usi
militari o governativi

¥ Nel 1951, appare il primo computer commerciale, prodotto
su larga scala: UNIVAC 1

¥ UNIVersal Automatic Computer (prodotto dalla Echert &
Mauchly Computer Company)

¥ UNIVAC 1 - il primo computer che manipola non solo
numeri ma anche parole di testo

¥ Max velocit™ : 1905 operazioni/sec
¥ Costo: un milione di dollari
M 5000 tubi 8 tonnellate 100 kilowatts

¥ Negli anni 1951-57 ne furono venduti 48 esemplari



1952: Il compilatore

¥ finora abbiamo parlato di hardware, ossia componenti fisiche

¥ ma I@ivenzione chiave per I@voluzione del computer « stata
nella sua programmazione, con IQivenzione del compilatore

¥ prima dell@ivenzione del compilatore, scrivere un programma
era un@©perazione noiosa, correggerne | bachi era peggio

¥ perchZ tale programma era scritto nel linguaggio-macchina,
molto simile alle istruzioni di una macchina di Turing

¥ il compilatore » un medium: trasforma in linguaggio-macchina,
guello che vogliamo comunicare al computer

¥ « come se il computer avesse fatto un corso di matematica,
per evitare a noi di fare un arido corso di linguaggio-macchina



Il compilatore

4 N

voglio calcolare ok, sei stato chiaro;
addizioni senzaf aticare sral sertve @ fet e

a scrivere le quintuple dell@ddizione; er la macchi na U
eccoti la definizione che usiamo noi umani: P

X+0=X
)

x+(y+1)=successor e(x+y)




e Turing ?

VI ricordate dove
|@bblamo lasclato?




AllQniversit~ di Manchester

nominato professore di
matematica pura nel
1945 all@Qniversit™ di
Manchester, negozi”
conla Royal Society
per avere finanziamenti

adeguati per un
progetto di costruzione

di un computer

nel giugno 1948 dette
una prima dimostrazione
della sua realizzabilit”
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